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Abstract
We give a method of constructing discrete integrable systems via dressing actions of the
extended frames of vacuum solutions. In particular, a new discrete Lax pair for the lattice








1. 動標構は可積分系の方程式を実現する際に現れる Lax対と深い関係がある (しばしば
一致する)．
2. 曲面（曲線）を表現する微分公式 (いわゆる Symの公式)や射影は，動標構に対して
定義される．
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た手法は Pedit-Wu[8]や Schi®[12] で考えられたものである．
節 2では，ガウス曲率負一定曲面から動標構を求め，その差分化を Pedit-Wuの手続
きによって与える．節 3 では，Pinkallによる中心アフィン曲線の時間発展と KdV方程
式の対応を考え，Schi®の方法による potential KdV方程式の Lax対の構成とその差分化
を与える．節 4では，potential mKdV方程式の差分化を dressing作用を用いて行う．
x 2. Sine-Gordon方程式とガウス曲率負一定曲面
ガウス曲率負一定 (K = ¡1)曲面を
f : R2 ! R3
で表す事にする. この時ガウス曲率が負である事から漸近座標系 (x; y)が存在して, 第一
基本形式と第二基本形式は次の様に表現される：
I = A2dx2 + 2AB cos µdxdy +B2dy2;
II = 2AB sin µdxdy:
ここで A = j@xf j; B = j@yf j であり µは漸近線の間の角度である．さらにガウス曲率負
一定曲面の場合, A = B = 1となる Chebyshev 座標系が存在する. この座標系の下, 正規




(fx + fy) ; e2 =
1
2 sin µ
(fx ¡ fy) ; e3 := e1 £ e2;
ここで添字 x; yは x; y方向の偏微分を表す．F = (e1; e2; e3)とおくと, F は 3次特殊直交
群 SO(3) の元であり次の偏微分方程式系をみたす.
Fx = F
0B@ 0 µx ¡ sin µ¡µx 0 ¡ cos µ




0B@ 0 ¡µy ¡ sin µµy 0 cos µ
sin µ¡ cos µ 0
1CA ;
F の事を動標構 (moving frame)と呼ぶ. 2次の特殊ユニタリー群 SU2と 3次特殊直交群

















両立条件 Fxy = Fyx を調べると
µxy = sin µ;


















ここで F は ¸に依存している事に注意する．F j¸=1 は動標構になる．F を拡張動標構と










: R2 ! su2 »= R3:
x 2.1. Dressing作用
ここでループ群について復習しておく．実リー群 Gに対して









9=; ; ¤¡G :=





この時，ほとんど全ての g 2 ¤Gに対して次の分解が成り立つ．
g = ~g+~g¡ = g^¡g^+;
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面に対しては定数であるようなループ群の元 g§ 2 ¤§SU2に対して，g+F; g¡F の組を考
え，(g+F )¡1(g¡F )の Birkho®分解を考える：
(g+F )¡1(g¡F ) = (~g+)¡1~g¡;
ここで ~g+ 2 ¤+SU2; ~g¡ 2 ¤¡¤ SU2 である (添字 ¤の意味は ¸ =1において Idの正規化
をすると言う事である)．この時，次の定理が成立する事はよく知られている（例えば [8]
参照）．
Theorem 2.1. ~F = g¡F (~g¡)¡1 = g+F (~g+)¡1 とおくと， ~F は別のガウス曲率
負一定曲面の拡張動標構を与える．
Sketch of proof. ~F のモーレー・カルタン形式 (MC形式) ~F¡1d ~F を調べると
~F¡1d ~F = Ad(~g¡)(F¡1dF )¡ d~g¡~g¡1¡
= Ad(~g+)(F¡1dF )¡ d~g+~g¡1+
となる．これから ~F のMC形式の ¸の分布がわかり，さらに対称性からガウス曲率負一
定曲面の拡張動標構のMC形式である事もわかる．
従って g§ 2 ¤§SU2 を用いて一つの拡張動標構 F から別の拡張動標構 ~F が構成さ
れる．これを dressing作用と呼ぶ．



















1. 特に simple factor dressingと呼ばれる特別なdressing作用を考えるとそれはBÄacklund
変換に対応している．




















Fn;m : Z2 ! ¤SU2
である事がわかる．
Fn;m に対して，組 (g+; g¡)を用いた dressing作用を考える：
Fn;m ! ~Fn;m = g¡Fn;m(G¡n;m)¡1 = g+Fn;m(G+n;m)¡1;
ここで (g+Fn;m)¡1(g¡Fn;m) = (G+n;m)¡1G¡n;mはBirkho®分解でありG+n;m 2 ¤+SU2; G¡n;m 2
¤¡¤ SU2 である. この時，次の定理が成立する．








































































える, [9]．周期的な曲線 ° を
° : R! R2
で表し，その周期を L > 0としておく．
° が中心アフィン平面曲線, det(°; °0) 6= 0:
一般性を失わずに座標変換により det(°; °0) = 1とできる．この式をさらにもう一回微分
すると
det(°; °00) = 0
を得る．従って °00 = ¡p°となる周期が Lの関数 p : R! Rが存在する．pを中心アフィ
ン曲率と呼ぶ．F = (°; °0)を動標構とすれば，(°; °0) 2 SL2Rであって























; Ft = F
Ã
¡b¸¡B ¸2 ¡ v¸¡ V
¸+ v ¡ b2 b¸+B
!
;
ここで v; b; B; V は xと tの関数であって，両立条件 Fxt = Ftxを調べる事により次の方
程式系を満たす事がわかる：
















bxxx + 2b2x + bbxx + b
2bx ¡ V;









が得られる．F の事を potential KdV方程式の拡張動標構と呼ぶ事とする．
Remark.
1. F はループ群 ¤GL2R に値を取る写像であるが，捻り条件 Ad(diag(1;¡1))g(¸) =
g(¡¸)を満たしていない．混乱がない限り同じ記号を用いる．
2. bを potential KdV方程式の解とすると，u = bx は KdV方程式 ut = 14uxxx + 3uux
の解である．
3. F は初期条件を考慮すれば ¤SL2Rの元であるがその幾何学的意味は不明である．
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以下 ± = 0としておく．Potential KdV方程式が b = 0を解として持つことは明らか
である（真空解）：特に動標構 Fv は













Fv に左から ¤GL2Rの元 gを掛け，Birkho®分解を行う（ここで gは x; tに対して
は定数とする．）：
gFv = ~F (S¡)¡1;
ここで ~F 2 ¤+GL2R, S¡ 2 ¤¡¤ GL2R である．この時，次の定理が成立する．
Theorem 3.1 (Schi®, [11]). ~F は potential KdV方程式の拡張動標構である．ま
た potential KdV方程式の新しい解は S¡ の (2; 1)部分の ¸¡1の係数にマイナスを掛けた
ものである．




x 3.2. Potential KdV方程式の差分化














に対して行われるべきである．しかしながら，実は tの項 (つまり行列 ¸ ( 0 ¸1 0 ))は xの項

































Fn;m に左から ¤GL2Rの gを掛けて (gは n;mに依らない) Birkho®分解をする：
gFn;m = ~Fn;m(S¡n;m)
¡1:
ここで ~Fn;m 2 ¤+GL2R;S¡n;m 2 ¤¡¤ GL2Rである．この時，次の定理が成立する．
Theorem 3.2 (Schi®, [12]). ~Fn;m は次の差分方程式系を満たす：
Fn+1;m = Fn;m
Ã
1¡ hbn+1;m h¸+ bn;m ¡ bn+1;m ¡ hbn;mbn+1;m





1¡ kbn;m+1 k¸+ bn;m ¡ bn;m+1 ¡ kbn;mbn;m+1
k 1 + kbn;m
!
:
ここで bn;m は S¡n;m の ¸¡1 の係数行列の (2; 1)成分にマイナスを掛けたものである．さ
らに bn;m は lattice KdV方程式を満たす：
¡bn+1;m+1 ¡ bn;m+1 + bn+1;m ¡ bn;m
h
+
bn+1;m+1 ¡ bn+1;m + bn;m+1 ¡ bn;m
k
+(bn;m ¡ bn+1;m+1)(bn;m+1 ¡ bn+1;m) = 0:
Remark.
1. Lattice KdV方程式は [7]で与えられた．





x 4. Potential mKdV方程式
この節では potential mKdV方程式の差分化 lattice mKdVを dressing作用を用いて






と定義する．この時，potential mKdV方程式の真空解に対応する拡張動標構 Fv は
Fv = exp(x¸B + t¸3B)
で与えられる（例えば [3] 参照，そこでは捻り条件 Ad(diag(1;¡1))g(¸) = g(¡¸) は満
たされていないが，同型写像を用いると捻り条件が満たされる）．Fv の自然な差分化と
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dressing作用を用いて potential mKdV方程式の差分化が行われるべきである． しかし



















(Id+ q¸B)n (Id+ p¸B)m :






ここで S+n;m 2 ¤+SL2R;S¡n;m 2 ¤¡¤ SL2Rである．そこで ~Fn;m を













































Proof. ~Fn;m のモーレー・カルタン形式 ~F¡1n;m ~Fn+1;m を調べる． ~Fn;m の定義から







がわかる．F¡1n;mFn+1;mは 1¢p (Id+p¸B)で与えられており，上の式の 1行目の右辺に¢
p
を掛けたものが ¤+GL2Rに値を取り，2行目の右辺に¢pを掛けたものが ¤¡¤ GL2Rに値





1. Lattice mKdV方程式は [7]で与えられている．
2. Birkho®分解は，sine-Gordonの場合と違い，局所的に定義されるだけである（SL2R
が非コンパクト群であるため）．
3. Theorem 4.1の差分化された拡張動標構 ~Fn;m は [7]で考えられているものとは一致
せず，新しい定式化であると思われる．
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